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В статье рассматривается вопрос структурного синтеза кинематических цепей сфери­
ческих механизмов параллельной структуры с  линейными приводами. Для анализа 
подвижности цепей используется винтовое исчисление. Последовательно исследуются 
возможные структуры цепей, включающие три и четыре пассивных вращательных кине­
матических пары. Показано, что при наличии в цепи трех вращательных пар синтез сфе­
рического механизма с линейными приводами невозможен, а использование для этой 
цели цепей с четырьмя вращательными парами возможно при наличии в цепи плоской 
диады, включающей приводную призматическую пару и две вращательные пары.
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В настоящее время механизмы параллельной структуры применяются в различ­
ных отраслях техники и производства, начиная от высокоскоростной сортировки 
небольших объектов в составе автоматизированных конвейерных линий и заканчи­
вая позиционированием многотонных антенн и тарелок телескопов. В последнем 
случае, а также для других схожих операций, связанных с изменением ориентации 
различных объектов, часто используются сферические механизмы, выходное звено 
которых имеет только вращательные степени свободы и перемещается по поверх­
ности условной сферы вокруг некоторого неподвижного центра вращения [1–3]. 
Подобные механизмы также довольно часто используются в медицине, в частности 
в устройствах для реабилитации восстановления функций конечностей [4–6].

Одним из  самых известных в  академической среде сферических механизмов 
является робот AgileEye, разработанный коллективом под руководством К. Гос­
слена [7]. Механизм имеет три кинематических цепи, каждая из которых включа­
ет по три вращательных кинематических пары, оси которых пересекаются в одной 
точке — центре вращения. Данный механизм предназначен для высокоскоростной 
ориентации оптических приборов и устройств. Авторами заявлена угловая скорость 
более 1000°/с и угловые ускорения более 20 000°/с2 при максимальных углах наклона 
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до 70°. Также заслуживают внимания такие устройства, как Vertical Motion Sumulator, 
разработанный NASA в качестве тренажера для подготовки астронавтов к косми­
ческим полетам и пилотов вертолетов, а также созданный М. Росхаймом механизм 
OmniWrist [8], имеющий только две вращательных степени свободы, но позволяю­
щий реализовывать наклон выходного звена на более чем 90°. Стоит также выделить 
разработанный Ю. Ву и М. Каррикато метод синтеза механизмов, который позволил 
создать гибридный сферический механизм, позволяющий реализовывать движения, 
недоступные классическим параллельным механизмам [9, 10].

Отдельного упоминания заслуживают сферические механизмы с круговой на­
правляющей, использование которой дает возможность полного оборота всего ме­
ханизма вокруг оси, перпендикулярной плоскости направляющей. Так, группой уче­
ных ИМАШ РАН и МГТУ им. Н. Э. Баумана было разработано семейство подобных 
механизмов [11, 12], характерной чертой которых является возможность изменения 
вертикального положения центра вращения за счет использования дополнительной 
центральной цепи, кинематически развязанной с цепями, отвечающими за сфери­
ческое движение.

Большинство сферических механизмов параллельной структуры реализовано 
с использованием вращательных приводов с редукторами. Так, из упомянутых выше 
механизмов исключением является только OmniWrist, причем линейные приводы 
в данном устройстве присоединены к кинематическим цепям сбоку, т. е. с точки зре­
ния кинематической структуры не являются неотъемлемыми составными частями 
цепей. Использование вращательных приводов с редукторами имеет ряд недостат­
ков, в частности наличие люфтов, которое особенно явно проявляется если привод 
работает в условиях значительного изменения температуры. В этом случае выбрать 
зазоры в передаче можно для какого-то определенного диапазона температур и при 
выходе за его пределы возможно возникновение люфтов, либо заклинивание пе­
редачи. Данный факт делает целесообразным разработку сферических механизмов 
с линейными приводами, использование которых может оказаться более удобным. 
Настоящая статья посвящена структурному синтезу подобных механизмов, а имен­
но поиску возможных вариантов структуры их кинематических цепей. Структурный 
синтез и анализ подвижности указанных цепей проводится с использованием вин­
тового исчисления.

Условия задачи синтеза кинематических цепей сферического механизма с линей-
ными приводами. Решение задачи синтеза сферического механизма параллельной 
структуры с тремя степенями свободы и линейными приводами начнем с синтеза 
одной отдельной кинематической цепи. Поскольку любую двух- и более подвиж­
ную кинематическую пару можно теоретически представить в виде комбинации од­
ноподвижных кинематических пар, будем считать, что синтезируемая цепь имеет 
только одноподвижные пары, причем данные пары расположены между основанием 
и выходным звеном последовательно.

Поскольку по условиям поставленной задачи требуется наличие линейного при­
вода, синтезируемая кинематическая цепь должна включать как минимум одну 
призматическую кинематическую пару. Помимо этого, для обеспечения сфериче­
ского движения выходного звена данная цепь должна включать как минимум три 
вращательных кинематических пары. Также обязательным условием будет являться 
то, что для любого положения выходного звена должно быть невозможным за счет 
параллельного переноса совместить любые две оси вращательных пар или разме­
стить все три оси в  одной плоскости. В  противном случае выходное звено будет 
иметь меньше трех вращательных степеней свободы. Таким образом, минимальное 
количество одноподвижных кинематических пар в цепи будет равно четырем.

Кинематические цепи с тремя вращательными и одной призматической парами. Су­
ществует четыре варианта структуры кинематической цепи с тремя вращательными 
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и одной призматической парами: PRRR, RPRR, RRPR и RRRP, где R обозначает 
вращательную пару, P — призматическую, а подчеркивание указывает на то, что пара 
является приводной. Здесь и далее порядок последовательного расположения пар — 
от основания к выходному звену (рис. 1).

Сопоставим кинематическим парам единичные кинематические винты: враща­
тельным парам R1, R2 и R3 — винты нулевого параметра tR1, tR2, tR3, а призматиче­
ской паре P — винт бесконечного параметра tP. При этом в качестве примера рас­
смотрим цепь PRRR (рис. 2).

Важно заметить, кинематические винты показаны только для цепи PRRR в целях 
упрощения изложения, поскольку для всех других вариантов указанные винты будут 
такими же. Соответственно, все последующие рассуждения справедливы для всех 

Рис. 1. Варианты кинематических цепей с тремя вращательными и одной призматической парами: 
PRRR (а), RPRR (б), RRPR (в), RRRP (г).

Рис. 2. Кинематические винты цепи с тремя вращательными и одной призматической парами  
на примере цепи PRRR.
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четырех возможных вариантов кинематической цепи с тремя вращательными и од­
ной призматической парами.

При приведении винтов в центр вращения, являющийся одновременно началом 
неподвижной системы координат Oxyz, их координаты в общем случае будут запи­
сываться следующим образом:
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где ŝ — единичный вектор, задающий направление оси кинематической пары; ρρ — 
вектор из точки О до любой точки на оси кинематической пары, а индексы пока­
зывают к какой именно кинематической паре относится соответствующий вектор 
или винт. Здесь и далее все векторы и винты по умолчанию записываются в виде 
столбцов.

Если механизм является работоспособным, то некоторый произвольный (в рам­
ках имеющихся степеней свободы) кинематический винт выходного звена Ω можно 
получить линейной комбинацией кинематических винтов цепи

� � � �q q q qR R R R R R P P1 1 2 2 3 3t t t t+ + + =  Ω,
 
(2)

где q̇ — скорость в соответствующей (согласно индексу) кинематической паре. При 
этом данное утверждение должно быть справедливо для всех кинематических цепей.

Поскольку синтезируемый механизм должен иметь только вращательные степени 
свободы, моментная часть (последние три координаты) винта Ω всегда будет нуле­
вой. Тогда, с учетом того, что векторная часть (первые три координаты) винта tP 
является нулевой, выражение (2) можно переписать следующим образом:
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(3)

где ω — векторная часть винта Ω, представляющая собой мгновенную угловую ско­
рость выходного звена.

Верхняя строка выражения (3) представляет собой систему из  трех линейных 
уравнений с  тремя неизвестными: q̇R1, q̇R2, q̇R3. Таким образом, значения скоро­
стей во вращательных парах рассматриваемой кинематической цепи зависят толь­
ко от  вектора угловой скорости выходного звена ω и  однозначно определяются 
им. В то же время нижнюю строку выражения (3) можно переписать следующим 
образом:

R R R R R R P× + × + × = −s s s s� � � �ρρ ρρ ρρ� � � �q q q q1 2 31 1 2 2 3 3 .R R R P
 
(4)

Согласно (1), если в общем случае оси вращательных кинематических пар не про­
ходят через центр вращения, то соответствующие кинематические винты имеют не­
нулевую моментную часть. Поскольку значения скоростей в активных парах одно­
значно определяются вектором ω, изменяя длину и направление данного вектора 
можно получить любые значения q̇R1, q̇R2 и q̇R3. Тогда сумма в левой части уравне­
ния (4) в общем случае также может представлять собой вектор любого направле­
ния. Однако уравнение (4) может обращаться в тождество только в том случае, если 
данный вектор коллинеарен вектору ŝP, а значит, кинематическая цепь, в которой 



7К ВОПРОСУ СТРУКТУРНОГО СИНТЕЗА КИНЕМАТИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ...

оси вращательных пар не пересекаются, не может обеспечить только сферическое 
движение выходного звена без его линейного перемещения.

Если ось одной из вращательных пар будет проходить через точку О, то кинема­
тическая цепь также не сможет обеспечить чисто сферическое движение выходного 
звена. Так, например, если ось пары R1 проходит через точку О, то выражение (4) 
приобретает следующий вид:

 × + × = −s s s� � �ρρ ρρq q q� � �2 32 2 3 3 .R R PR R R R P

Очевидно, что в этом случае левая часть уравнения может представлять собой лю­
бой вектор, принадлежащий плоскости, задаваемой векторами ρρR2 × ŝR2 и ρρR3 × ŝR3,  
и неколлинеарный в общем случае вектору ŝP.

Далее предположим, что оси двух вращательных пар, например R1 и R2, проходят 
через точку О. Тогда

R R P× = −s s� �q q� �33 3 .R Pρρ
Кинематическая цепь теоретически сможет обеспечить чистое сферическое дви­

жение выходного звена в том случае, если ось призматической пары перпендику­
лярна плоскости, задаваемой векторами ρρR3 и ŝR3, т. е. плоскости, проходящей через 
ось пары R3 и точку О. Однако на практике обеспечить выполнение этого условия 
конструктивно невозможно ввиду того, что относительное положение указанной 
плоскости и оси призматической пары будет меняться в зависимости от ориентации 
выходного звена.

Наконец, если оси всех трех вращательных пар проходят через точку О, то из урав­
нения (4) следует, что скорость в призматической должна всегда быть равной нулю, 
что невозможно, т. к. данная пара должна быть приводной по условию поставленной 
задачи.

Таким образом, использование кинематических цепей с приводной призматиче­
ской парой и тремя пассивными вращательными парами для синтеза трехподвижно­
го сферического механизма невозможно.

Кинематические цепи с четырьмя вращательными и одной призматической парами. 
Перейдем к рассмотрению кинематических цепей, в которых помимо приводной 
призматической пары имеется четыре вращательных пары (рис. 3).

Рис. 3. Варианты кинематических цепей с четырьмя вращательными и одной призматической парами: 
PRRRR (а), RPRRR (б), RRPRR (в), RRRPR (г), RRRRP (д).

Как и ранее, рассмотрим единичные кинематические винты на примере одной 
из цепей, а именно PRRRR (рис. 4), принимая во внимание, что дальнейшие рас­
суждения будут справедливы для всех пяти возможных вариантов структуры.
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Координаты винтов tR1, tR2, tR3, tP в общем случае будут иметь вид, соответствую­
щий выражению (1), а координаты винта tR4 будут следующими:

 

  
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Выражение (4) для подобной цепи будет иметь следующий вид:

× + × + × + × = −s s s s s� � � � �ρρ ρρ ρρ ρρR R R R R R R R P� � � � �q q q q q1 2 3 41 1 2 2 3 3 4 4 .R R R R P
 (5)

Легко видеть, что, как и в случае с ранее рассмотренными цепями с тремя враща­
тельными кинематическими парами, если через точку О не проходит ни одной оси 
вращательных пар, либо проходит ось только одной такой пары, то уравнение (5) 
в общем случае не может быть обращено в тождество. Иными словами, оси как ми­
нимум двух вращательных пар должны проходить через точку О. Пусть такими пара­
ми являются R1 и R2. Тогда выражение (5) примет следующий вид:

× + × = −s s s� � �ρρ ρρR R R R Pq q q� � �3 43 3 4 4 .R R P  
(6)

Если оси пар R1, R2 и R3 удовлетворяют обозначенному ранее условию невоз­
можности за счет параллельного переноса совместить любые две оси или разместить 
все три оси в одной плоскости, выбор направления оси пары R4 не будет ограничен 
данным условием. Предположим, что оси пар R3 и R4 параллельны. Тогда ŝR3 = ŝR4, 
а выражение, аналогичное выражению (3), будет иметь следующий вид:

× + × = −s s s� � �ρρ ρρq q q� � �

s s sR R R Rq q q q� � �� � � �( )1 2 31 2 3 4

3 33 3 4 4

.

.

R R R

R R PR R R R P

 + + + = ω



 

(7)

Из первой части выражения (7) следует, что вектор ω однозначно определяет толь­
ко значение суммы qṘ3 + qṘ4, в то время как конкретные значения самих скоростей 
могут быть любыми. Тогда для любого ω левая часть второго уравнения, входящего 
в (7), будет представлять собой не некоторый конкретный вектор, а плоскость, зада­
ваемую векторами ρρR3 × ŝR3 и ρρR4 × ŝR3, т. е. перпендикулярную вектору ŝR3 (рис. 5).

Тогда для рассматриваемого варианта кинематической цепи чистое сфериче­
ское движение выходного звена механизма можно обеспечить в  том случае, если  
вектор ŝP всегда лежит в указанной плоскости. Иными словами, ось призматической 

Рис. 4. Кинематические винты цепи с четырьмя вращательными и одной призматической парами 
на примере цепи PRRRR.
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пары всегда должна быть перпендикулярной (либо скрещиваться под прямым углом) 
осям вращательных пар R3 и R4. На практике это условие может быть легко выпол­
нено, если вращательные пары R3, R4 и призматическая приводная пара образуют 
плоскую группу Ассура второго класса второго порядка второго вида PRR (или, что 
то же самое, RRP) или группу Ассура второго класса второго порядка третьего вида 
RPR (рис. 6).

Рис. 5. Векторные и моментные части винтов tR3 и tR4, приведенные в точку О при условии 
параллельности осей пар R3 и R4.

Рис. 6. Группы Ассура второго класса второго порядка: группа второго вида PRR (а),  
группа третьего вида RPR (б).

Если оси трех вращательных пар, например R1, R2, R3 проходят через точку О, 
то уравнение (5) запишется следующим образом:

× = −s s� �q q� �44 4 .R PR R Pρρ

Соответственно, данная цепь может реализовать сферическое движение выход­
ного звена при условии перпендикулярности вектора ŝP плоскости, задаваемой осью 
пары R4 и точкой О. Однако, как уже было указано ранее, на практике обеспечить 
выполнение данного условия для любой произвольной ориентации выходного звена 
не представляется возможным.

Наконец, если оси всех вращательных четырех пар проходят через точку О, то со­
гласно (5) скорость в призматической паре всегда должна быть равна нулю и, соот­
ветственно, такая пара не может быть приводной, что противоречит условию по­
ставленной задачи.
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Таким образом, кинематическая цепь трехподвижного сферического механизма 
с линейным приводом должна включать как минимум пять одноподвижных кине­
матических пар: четыре вращательных и, собственно, одну приводную призмати­
ческую пару. При этом оси двух вращательных пар должны проходить через центр 
вращения, а  две другие пары совместно с  призматической должны формировать 
группу Ассура второго класса второго порядка второго или третьего вида. Дополни­
тельно обозначая штрихом пары, оси которых пересекают точку О, а также выделяя 
скобками пары, формирующие плоскую диаду, все подходящие варианты структуры 
кинематической цепи можно записать следующим образом: (RPR)RꞌRꞌ, Rꞌ (RPR)Rꞌ, 
RꞌRꞌ (RPR), (PRR)RꞌRꞌ, Rꞌ (PRR)Rꞌ, RꞌRꞌ (PRR), (RRP)RꞌRꞌ, Rꞌ (RRP)Rꞌ, (RRP)RꞌRꞌ. 
В качестве примера, на рис. 7 представлены варианты цепи с диадой RPR.

Заключение. В настоящей статье с применением винтового исчисления были про­
анализированы возможные варианты кинематических цепей, которые могли быть 
использованы для синтеза сферических механизмов параллельной структуры с тре­
мя степенями свободы. При этом важным условием являлось наличие в цепи линей­
ного привода, т. е. активной призматической пары. Как показал анализ, реализовать 
кинематическую цепь с тремя пассивными вращательными парами, удовлетворяю­
щую данному условию, невозможно. Если же цепь содержит четыре вращательных 
пары, то указанное условие можно выполнить в том случае, если оси двух таких пар 
проходят через центр вращения, а оставшиеся две вращательных пары совместно 
с призматической парой образуют группу Ассура второго класса второго порядка 
второго или третьего вида.

Стоит отметить, что теоретически, линейный привод в любой цепи с условно 
активной вращательной парой можно реализовать за счет создания качающегося 
рычага, который, толкая кривошип, будет обеспечивать вращение указанной пары. 
Такой случай в настоящей статье не рассматривался, т. к. представляет собой, скорее, 
задачу разработки конструкции, а не структурного синтеза механизма.

В дальнейших исследованиях планируется определение и подробное изучение 
силовых винтов цепей в общем случае для отыскания структурных схем сфериче­
ских механизмов с минимальными негативными эффектами, вызванными наличием 
особых положений.

Финансирование. Настоящая статья проводилась в рамках работы над диссерта­
цией. Никаких дополнительных грантов на  проведение или руководство данным 
конкретным исследованием получено не было.

Конфликт интересов. Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.

Рис. 7. Примеры подходящих вариантов кинематической цепи с диадой RPR:  
(RPR)RꞌRꞌ (а), Rꞌ (RPR)Rꞌ (б), RꞌRꞌ (RPR) (в). 
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